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Комбинаторика

Комбинаторика – раздел математики, 
посвящённый решению задач выбора и 
расположения элементов некоторого, обычно 
конечного, множества в соответствии с 
заданными правилами. Каждое такое правило 
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определяет способ построения некоторой 
конструкции из элементов исходного множества, 
называемой комбинаторной конфигурацией 
(например, перестановки и сочетания).
Часто комбинаторные задачи имеют в качестве 
исходной формулировку развлекательного 
содержания типа головоломок.

Комбинаторные задачи

На вершину горы ведет 7 дорог.
Сколькими способами турист может 
подняться на гору и спуститься с нее?
А если подъем и спуск осуществляется 
различными путями?
Теперь предположим что перед нами две
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Теперь предположим, что перед нами две 
горки (на каждую из них ведёт 7 дорог). Мы 
можем выбрать одну из гор, чтобы подняться 
и спуститься с нее. Причём, на первую без 
ограничений на выбор пути, а на вторую - с 
запретом на спуск по пути, по которому 
поднялись на гору. Сколько вариантов 
выбора имеется теперь (хоть горки и две, но 
на вершине оказываемся один раз)?

Основной принцип комбинаторики

Правило произведенияПравило произведения

Пусть требуется выполнить одно за другим k
действий. 
Если первое действие можно выполниь n1
способами второе действие n2 способами
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способами, второе действие n2 способами, 
третье действие n3 способами и так до k-го 
действия, которое можно выполнить nk
способами, то все k действий вместе могут 
быть выполнены n1 n 2 n3 … nk способами 
(путем перемножения числа вариантов).
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Правило произведения и правило суммы

Первые две задачи легко решаются с 
применением «правила произведения»
В первом случае, имеем задачу с 
повторением (вариантов выбора). Поэтому,
7*7=49  
Во втором случае имеем задачу без
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Во втором случае, имеем задачу без 
повторения (вариантов выбора). Поэтому, 
7*6=42
При решении третьей задачи мы наряду с 
«правилом произведения» применяем 
интуитивно очевидное «правило суммы» и 
результатом будет
7*7+7*6=91.

Комбинаторные вычисления. Пример.

Сколько четырехзначных чисел можно
составить из цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5 если
ни одна из цифр не повторяется более
одного раза?
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р
цифры могут повторяться?
числа должны быть нечетными (цифры
могут повторяться)?

Решение:
0 не может быть первой цифрой, если
первая цифра выбрана, то вторая может
быть выбрана 5 способами, третья – 4
способами, четвертая – 3 способами.
В 5 5 4 3 300

Комбинаторные вычисления. Пример.
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Всего 5×5×4×3=300.
Первая цифра имеет 5 вариантов выбора, 
для каждой следующей имеется по 6 
возможностей. Всего 5×6×6×6=5×63=1080.
Первой цифрой может быть одна из 1, 2, 3,
4, 5, а последней – одна из 1, 3, 5. Всего
5×6×6×3=540.

Мощность объединения множеств

В общем случае, число элементов или 
б А В

Даны два множества А и В. Ясно, что, если 
A∩B=∅, то |A∪B|=|A|+|B|
Кстати, так выглядит теоретико-множественная 
формулировка правила суммы.

8

мощность объединения двух множеств А и В :
|A∪B|=|A|+|B|-|A∩B|

Число элементов или мощность 
объединения трёх множеств А, В и С равна

|A∪B ∪С|=|A|+|B|+|С| - |A∩B| - |A∩C| - |B∩C|+
+ |A∩B ∩C | 
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Каждый ученик группы – либо девушка,
либо блондин, либо изучает дискретную
математику. В группе 20 девушек, из них
12 блондинок, и одна блондинка изучает
дискретную математику Всего в группе 24

Комбинаторные вычисления. Пример.
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дискретную математику. Всего в группе 24
блондина (юноша или девушка),
математику из них изучает 12. Всего
изучают математику 17, из них 6 девушек.
Сколько человек в группе?

А – множество девушек
В – множество блондинов (девушек и юношей)
С – множество изучающих математику
|A∪B∪C| - искомое число
A∩B – множество блондинок

Комбинаторные вычисления. Пример.
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А∩С – множество девушек изучающих 
математику
В∩С – множество блондинов (девушек и 
молодых людей) изучающих математику
А∩B∩С – одноэлементное множество 
(блондинка, которая увлекается математикой) 

Комбинаторные вычисления

Решение:

|A∪B∪C| =

= |A|+|B|+|C|-|A∩B|-|A∩C|-|B∩C|+|A∩B∩C|
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= 20+24+17-(12+6+12)+1 = 32

Чему равна мощность объединения четырёх 
множеств?

Иллюстрация диаграммой Венна

|A∩B|=12

|A|+|B|+|C|-|A∩B|-|A∩C|-|B∩C|+|A∩B∩C|
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|B∩C|=12

|A|=20
|B|=24

|C|=17
|A∩C|=6

|A∩C∩B|=1
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Количество k-элементных подмножеств

Через Мk(A) обозначим множество всех 
подмножеств множества А, которые имеют    k-
элементов, т.е.  B∈Mk(A), если B∈M(A) и |B|=k. 

Пример. Дано  A = { a, b, c }, тогда 
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М2(A)={{a, b}, {a, c}, {b, c}}
|M2(A)|=3

Произвольное к-элементное подмножество 
n-элементного множества называется ещё 
сочетанием из n по k .

Число всех k-элементных подмножеств 
множества из n элементов равно:

где n! (n-факториал) - произведение всех 

Количество k-элементных подмножеств
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натуральных чисел от 1 до n, т.е. n!=1·2·…·n

Иначе называют число | Мk(A) | числом 
сочетаний объёма k из n элеменнтов. Это 
число часто записывают как С (n, k) или

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
k
n

Сколькими способами из 7 человек можно 
выбрать комиссию, состоящую из 3 
человек?

Решение: 
Количество 3 элементных подмножеств

Комбинаторные вычисления. Пример.
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Количество 3-элементных подмножеств 
7-элементного множества:

Сколько имеется четырехзначных чисел, у
которых каждая следующая цифра больше
предыдущей?

Решение:
Ноль - не участвует в составлении числа
В ф б

Комбинаторные вычисления. Пример.
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Все цифры будут разными
A={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} - множество цифр
Из любого 4-элементного подмножества
можно составить число удовлетворяющее
условию
|M4(A)| = C(9, 4) = 9!/ (4!•5!) = 126
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Число перестановок из n элементов

Перестановка из n по n элементов есть 
конечная последовательность длины n, все 
элементы которой различны. 

Применяя правило произведения не трудно
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Применяя правило произведения, не трудно 
показать, что число перестановок находится 
формулой

P(n) = n!

Число к-перестановок из n элементов

Часто требуется перечислить перестановки не 
всех элементов данного множества мощности n, а 
перестановки его к-элементных подмножеств, 
которые называют перестановками из n
элементов по к, все элементы которой различны. 
У
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Упорядоченное к-подмножество называют также 
размещением объёма к из n элементов.
Число всех к-перестановок из n различных 
элементов равно 

P(n, к) = n (n-1) (n-2) ... (n-к+1)=
)!(

!
kn

n
−

Доказательство опирается на правило 
произведения.

Перестановки с повторениями 

277200!11)2,1,3,3,2(11 ==P

Сколько всего слов можно образовать из набора 
11 букв в слове  RODODENDRON ?

Решение:
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Здесь мы имеем дело со случаем 
перестановок с повторением, 
которую часто обозначают как 

Обратите внимание, что  2+3+3+1+2=11.

⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
2,1,3,3,2
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Число разбиений данного множества 

Теорема. Пусть m1, m2, …, mк – число 
элементов в блоках разбиений. Число 
разбиенний множества А из n элементов в виде 
б + + +

Пример разбиения. A = {a, b, c, d, e }
π = { { a, b, c }, { d, e } }
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к блоков таких, что m1+m2+ …+ mк =n, равно
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!
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Обратите внимание, что при к = 2 и m1+m2 =n, 
мы получаем формулу вычисления числа 
сочетаний из n по m1 (или m2). Почему?
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Количество слов в данном алфавите

Сколько различных к-слов можно образовать 
из алфавита A содержащего n букв 
(множества из n элементов)?

Решение. Множество всех к-слов, составленнных 
из элементов A, является прямым произведением 
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A×A ×…×A и кратко обозначается AК.
к -раз

Используя основной принцип комбинаторики, 
легко понять, что искомое число равно

| A ×A  ×…×A | = | AК | = | A | К = n К

т.е. к-той степени мощности A.

Мощность прямого произведения 

Сколько элементов содержит (мощность)
прямое произведение A1 × A2 ×…× An ?

Теорема.
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| A1 × A2 ×…× An | = | A1 | · | A2 | · … · | An |

Здесь мы имеем теоретико-множественную 
формулировку основного принципа 
комбинаторики – правила произведения.

Число функциональных соответствий 

Сколькими способами можно произвольно 
распределить n разных предметов среди к лиц?   

Решение. 
Перенумеруем предметы и поставим в 
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соответствие каждому способу 
распределения n-ку: < а 1 ,…,a n >, где 
а i – лицо, которое полчило i-тый предмет.
< а 1 ,…,a n > есть слово составленное из 
элементов множества лиц. Таким образом 
искомым числом является kn.


