Matemaatiline loogika

Sissejuhatus: lausearvutuse alused

Iga lauset, mille puhul saab rääkida tema vastavusest tegelikkusele, nimetatakse lausearvutuslikuks lauseks (edaspidi "lause" või "lihtlause").

Lihtlausete näiteid:

Lause A:  "2 on algarv"

Lause B:  "Täna on ilus ilm"

Lause C:  "2 + 2 = 5"

Lause D:  "Täna sajab vihma"

Lause E:   "Päike paistab"

Kasutades järgnevaid sõnu, saab lihtlausetest moodustada keerukamaid liitlauseid:

"ei" (eitus, negatsioon, inversioon, ¬ ) 
"ja" ("ja"-tehe,"ning"-tehe,konjunktsioon, & , ^, *)
"või" ("või"-tehe, disjunktsioon, V, + )
"kui" …..,    "siis" …….  

(järelduse tegemine, implikatsioon, →)
"siis ja ainult siis" 

("parajasti siis", samaväärsus, ekvivalents, ↔, ≡ )

A & C ;    ( B & E ) →  (¬ D ) ;  D V E ;  C ↔ E

Iga lause võib olla tõene või väär - seega lausel on olemas kahevalentne tõeväärtus.

Tähistame: tõene - T (true) ja väär - F (false)

Liitlause tõeväärtus sõltub teda moodustavate lihtlasusete tõeväärtustest ning kasutatud lausearvutuslikest tehetest.

Kahe liitlausega P ja Q sooritatavad tehted annavad järgnevad tõeväärtustabelid:
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Näide:  ( P V Q ) → ( R ↔ (¬ P))
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Koostada tõeväärtustabelid:

P → ( P → Q ) 

¬ ( P ) V ( ¬ ( Q & R ) )

Üleminek loogikafunktsioonide keelde

Hääletusseade. Komisjon, mis koosneb 3 inimesest (Peeter, Jaan, Mari), hääletab teatava otsuse vastuvõtmise küsimuses. Otsus võetakse  vastu lihthäälteenamusega.

Lause A: Peeter hääletab poolt.

Lause B: Jaan hääletab poolt

Lause C: Mari hääletab poolt

Lause D: Otsus võetakse vastu
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Eeldame, et hääletamine toimub hääletusseadme kasutamisega.


Peeter

Jaan                                    Tulemus

Mari

Peeter vajutab hääletusseadme nupule (kas poolt või vastu). Nupp on seotud "seadme" kahendsisendiga x1, mis omandab sisendis väärtuse vastavalt "1" või "0". See on lause A kujutis. Lausete B ja C kujutisteks on kahendmuutujad x2 ja x3. Tulemus (lause D) on avaldatav loogikafunktsioonina f(x1, x2, x3 ).
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f(x1 , x2 , x3 )= 
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f (x1 , x2 ,…, xn ): {0,1}n→{0,1}


Erinevate loogikafunktsioonide f(x1 ,x2 ,...xn) arv:

 K = 
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Järgnevalt tutvume kõikvõimalike kahe muutuja funktsioonidega f(x1 , x2 ).
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Tabelis on kirjeldatud järgnevad funktsioonid:

· f0 - konstant "0"

· f1 - konjunktsioon, loogiline korrutamine, "ja"-funktsioon, x1& x2 ehk x1( x2 ehk x1x2
· f2 - implikatsiooni eitus 
[image: image5.wmf]2
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· f3 - argumendi x1 väärtus

· f4 - pöördimplikatsiooni eitus 
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· f5 - argumendi x2 väärtus

· f6 - argumentide summa mooduliga 2, (x1 + x2 )mod2 ehk x1 ( x2 

· f7 - disjunktsioon, loogiline liitmine, "või"-funktsioon, x1 ( x2  ehk  x1 + x2
· f8 - Pierce'i nool, Pierce'i funktsioon, "või-ei"-funktsioon, 
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·  f9 - ekvivalentsi- ehk samaväärsusfunktsioon, x1 ( x2 , x1 ≡ x2  ehk x1 ( x2
· f10  - argumendi inversioon 
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· f11  - pöördimplikatsioon x2 ( x1
· f12  - argumendi inversioon 
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· f13  - implikatsioon x1 ( x2
· f14  - Shefferi kriips, Shefferi funktsioon, 
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· f15  - konstant (1(
Enamkasutatavate tehete prioriteet (tähtsus), mis määrab sulgude kasutamise vajaduse loogikaavaldistes: (   ,  & ,  V  , (  ,  (
Matemaatilise loogika põhiseadused
· Idempotentsusseadused

x&x=x             x(x=x

· Kommutatiivsusseadused

x1 & x2 = x2 & x1            

x1 ( x2 = x2 ( x1
· Assotsiatiivsusseadused

(x1 & x2 ) & x3 = x1 & (x2 & x3 ) 

(x1 ( x2 ) ( x3 = x1 ( (x2 ( x3 )

· Distributiivsusseadused  (tõestame tõeväärtustabeliga)
x1 & ( x2 ( x3 ) = x1 & x2 ( x1 & x3
x1 ( ( x2 & x3 ) = ( x1 ( x2 ) & ( x1 ( x3 )

· Topelteituse seadus     
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· De Morgani seadused
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· Kleepimisseadused
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· Neeldumisseadused
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· Tehted konstantidega
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· Lisateisendused
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Näiteid 
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· Loogikafunktsiooni konstituent:   
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· Iga loogikafunktsioon on esitatav oma konstituentide disjunktsioonina. Loogikafunktsiooni esitamiseks kasutame loogikavalemeid.

· Loogikavalem on samaselt tõene, kui iga argumentide vektori ( x1 , x2 ,..., xn ) puhul 

         f(x1 , x2 ,..., xn )=1.
   Samaselt tõene valem - tautoloogia.

· Loogikavalem on samaselt väär, kui iga argumentide vektori ( x1 , x2 ,..., xn ) puhul 

         f(x1 , x2 ,..., xn )=0.
· Loogikavalemid f1  ja f2 samaväärsed, kui iga argumentide vektori ( x1 , x2 ,..., xn ) puhul

        f1(x1 , x2 ,..., xn ) =  f2(x1 , x2 ,..., xn ).

· Algtermiks nimetame argumenti xi või tema inversiooni 
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· Loogikavalemi keerukus on tema koosseisus olevate algtermide arv.

· Loogikavalemi sügavuse määrame järgnevalt:

1. argumendi xi  sügavus on 0;

2. F(f1 , f2 ,..., fn )  sügavus on k+1, kui f1 , f2 ,..., fn  maksimaalne sügavus on k.

· Distributiivsusseadused  (tõestame tõeväärtustabeliga)
x1 & ( x2 ( x3 ) = x1 & x2 ( x1 & x3 
x1 ( ( x2 & x3 ) = ( x1 ( x2 ) & ( x1 ( x3 )

Teine seadus on tõestatud järgnevas tabelis kõigi võimalike sisendväärtuste jaoks.
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