BINAARSUHTED

Meie poolt vaadeldavad binaarsuhteid võib käsitleda kui vastavuse ( erijuhtu, kus lähte- ja sihthulk langavad kokku (D(()=R(()=A). Tähistame järgnevas binaarsuhet tähega R ( AxA. Binaarsuhet on mugav interpreteerida suhte graafiga -  s.o. orienteeritud graaf, kus hulga A elemendid vastavad tippudele ja seosed elementide vahel - kaartele. Suhte võime esitada binaarmaatriksina (naabrusmaatriksina).

Näide.

Hulga A={a,b,c,d,e} elementideks on arvutikomponendid: a-sisendseade, b- aritmeetika-loogikaseade, c-juhtseade, d-mälu, e-väljundseade. Binaarsuhe R seob kahte elementi, kui esimene seade annab teisele infot arvuti töö käigus.
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Binaarsuhete R omadused

· Refleksiivsus ((1 ) - ( (a(A [<a,a>(R] ).

· Antirefleksiivsus ((2 ) - ( (a(A [<a,a>(R]).

Suhe, mis ei täida nõudeid (1  ega (2  , on mitterefleksiivne.

· Sümmeetria ((3 ) -

 ( (a,b(A [<a,b>(R ( <b,a>(R]), kus a ( b.

· Antisümmeetria ((4 ) - 

( (a,b(A [<a,b>(R ( <b,a>(R]), kus a ( b.

Suhe, mis ei täida nõudeid (3 ega (4 , on mittesümmeetriline.

· Transitiivsus ((5 ) - 

((a,b,c(A ((<a,b>(R & <b,c>(R) ( <a,c>(R]), kus a(b, b(c, a(c.

· Antitransitiivsus ((6 ) - 

((a,b,c(A ((<a,b>(R & <b,c>(R) ( <a,c>(R]), kus a(b,b(c,a(c.

Suhe, mis ei täida nõudeid (5 ega (6 , on mittetransitiivne. 

· d(R,(i ) - suhte R kaugus omaduseni (i , s.o. seoste arv, mis tuleb minimaalselt lisada suhtesse R (või eemaldada suhtest R), et saavatada omadust (i.

Näide: R={<a,a>,<a,b>,<a,c>,<b,d>,<c,c>,<c,d>, ,<d,b>,<d,c>,<d,d>}

Leida R kaugus kõigi omadusteni. 

· Suhte täiend - 
[image: image1.wmf]R

 = ( A x A ) \ R

· Pöördsuhe  - 
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}

R

a

a

a

a

R

i

j

j

i

>Î

<

>

<

=

-

,

,

1


· Suhte R transitiivseks  sulundiks  nimetatakse  minimaalset transitiivset suhet 
[image: image3.wmf]Ù

R

, mis sisaldab suhet R. 

Näide:

R={<1,3>,<1,4>,<3,4>,<4,5>,<5,2>,<5,3>}

Leida suhte transitiivne sulund.

· Osaline mitterange järjestussuhe ( ( ) on refleksiivne, antisümmeetriline ja transitiivne.

· Osaline range järjestussuhe ( < ) on antirefleksiivne, antisümmeetriline ja transitiivne.

· Lineaarne järjestussuhe - 

(( a,b(A) [ (a<b) V (b<a) ]

Näide: Hulk A={1,2,3}. Moodustada osaline järjestussuhe hulga A astmehulga elementide vahel, kus suhte määrab alamhulgaks olemine.

Järjestussuhte transitiivne sulund 
[image: image4.wmf]Ù

R

 = R (kuna R on algselt transitiivne).

· Ekvalentsisuhe R on refleksiivne, sümmeetriline ja transitiivne.

· Elemendi a(A ekvivalentsiklass ekvivalentsisuhtes R - K(a) = { b | < a,b > ( R }

Ekvivalentsisuhe genereerib tükelduse P hulgal A.

Tükeldus P koosneb ekvivalentsiklassidest 

Ki , i=1,...,n.

P = { K1, K2, ..., Kn }, kus Ki ( (, i=1,...,n;

                                    Ki ( Kj = (,  i,j=1,...,n, i ( j;

                                    ( Ki  = A.

0-tükeldus (nulltükeldus) koosneb 1-elemendilistest ekvivalentsi klassidest, 1-tükelduses (ühiktükelduses) on ainult üks ekvivalentsiklass.

Operatsioonid tükeldustega:

P1 ( P2 :  

(a1 ( a2 (P1 ( P2 )) ( (a1 ( a2 (P1 )& a1 ( a2 (P2 ))

P1 + P2 :  

(a1 ( a2 (P1 + P2 )) ( (a1 ( a2 (P1 )V a1 ( a2 (P2 ))

P1 ( P2  ( P1 ( P2 = P1 ( 

( [ ( Ki ( P1 ( ( Kj ( P2 [ Ki ( Kj ])]

Näited operatsioonide P1 ( P2  ja P1 + P2 kohta.

P1 ( P2 ( P1 ( P1 + P2
P1 ( P2 ( P2 ( P1 + P2
Näide:

· Antud suhte R ( A x A naabrusmaatriks.  

A = { 1,2,3,4,5,6,7,8 }
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Näidata, et suhe R on ekvivalentsisuhe. Moodustada vastav tükeldus P1 .

Olgu tükeldus P2 = { {1,4,6}, {3}, {7}, {2,8}, {5}}

Leida P1 ( P2  ja P1 + P2

Ülesandeid vastavuste ja suhete temaatikal

· A = { a,b,c,d,e } 
B = { x,y,z,w } 

C = { 1,2,3,4 }

 (1 ( A x B 

(1 = { <a,y>,<b,z>,<c,z>,<d,w>,<d,y> }

 (2 ( B x C 

(2 = { <x,1>,<x,2>,<x,4>,<y,3>,<y,4>,<w,3> } 

Leida D( (1 ),  R( (1 ), 
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Leida 
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Klassifitseerida saadud vastavused.

· A = { 1,2,3,4,5 }. Koostada suhe R, mis sisaldab mitte vähem kui 10 seost ja mis on:

1) refleksiivne, sümmeetriline ja mittetransitiivne;

2) mitterefleksiivne, antisümmeetriline ja transitiivne.

· A = { 1,2,3,4,5 }   R ( A x A
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Leida suhte R, tema täiendi ja pöördsuhte omadused (refleksiivsus, sümmeetria, transitiivsus, antirefleksiivsus, antisümmeetria, antitransitiivsus). Juhul kui mõnel suhtel teatav omadus puudub, leida kaugus selle omaduseni.

· A = { 1,2,3,4,5 }                 B = {2,4,6,8 }

     ( ( A x B              ( = { < a,b > ( a ( b }

Leida ja klassifitseerida vastavus (. Leida 
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· R ( N x N          

R = { < a,b> ( a jagub b-ga ( a(mod b)=0)}

Näidata, kas R on osalise järjestuse suhe.

· A = { 1,2,3,4,5 }     R ( A x A 

R={<1,2>,<1,3>,<1,4>,<2,2>,<3,5>,<4,3>,<4,4>,

<5,3>}

Leida suhte R transitiivne sulund.

· Hulga A võimsus on n. Leida kõikvõimalike antirefleksiivsete suhete arv; kõikvõimalike sümmeetriliste suhete arv.

· Antud kõigi sõnade hulk S tähestikus A. Sõna v on sõna w prefiks, kui eksisteerib sõna u(S nii, et w = vu. Näidata, et suhe „sõna v on sõna w prefiks“ on osalise järjestuse suhe hulgal S.

ALGEBRAD JA ALGEBRALISED SÜSTEEMID.

Algebra on süsteem A = < M,S >, kus M on algebra alushulk (objektide hulk) ja S on algebra signatuur (operatsioonide hulk).

Näiteks < 
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 ) on algebra, mille alushulgaks on hulga A astmehulk ning signatuuriks tuntud hulgateoreetilised tehted (täiend, ühend ja ühisosa).

Vastavalt tehetes osalevate operandide arvule määratakse signatuuri tüüp, mis on antud näites määratud vektoriga (1,2,2).

Põhimõisted

· Grupoid - lihtsaim algebra < M, ( >, kus ( on 2-kohaline operatsioon.

· Parempoolne ühikelement e : 

 (m(M (m ( e = m). 

· Vasakpoolne ühikelement e : 

 (m(M (e ( m = m).

· Ühikelement e :  (m(M (m ( e=e ( m = m).

Igas grupoidis pole rohkem kui üks ühikelement.

· Grupoid on idempotentne,  kui 

 (m(M (m ( m = m).

· Grupoid on kommutatiivne, kui (m1 , m2 ( M (m1 ( m2 = m2 ( m1 ).

· Grupoid  on  assotsiatiivne (nimetatakse poolrühmaks), kui kehtib assotsiatiivsusseadus.

· Monoid on poolrühm, kus on olemas ühikelement.

· Rühm on monoid, kus igal elemendil on olemas pöördelement 

[(m(M  (m-1(M ( m ( m-1 = m-1 ( m = e ) ].

· Algebralise süsteemi moodustab algebra koos suhete hulgaga.

Olgu antud järjestussuhe (.

· Elementide m1 ja m2 ülemrajaks on element m3 , kui m1 ( m3 ja m2 ( m3 .

· Elementide m1 ja m2 alamrajaks on element m4 , kui m4 ( m1 ja m4 ( m2 .

Ülemraja on vähim, kui ta on  väiksem  suvalisest  teisest ülemrajast.

Alamraja on suurim, kui ta on  suurem  suvalisest  teisest alamrajast.

· Võreks nimetatakse algebralist süsteemi < M, (, ( , ( >, kus ( on osalise järjestuse suhe hulgal M ning 2 suvalist elementi hulgast M omavad vähimat ülemraja ja suurimat alamraja.

Seejuures ( ja ( on üldistatud operatsioonid rajade leidmiseks, milliste lahtimõtestus on tunduvalt laiem kui lihtsalt hulgateoreetilised operatsioonid.

Näited.

1. Naturaalarvude hulk N;   a ( b = min (a,b);  

a ( b = max (a,b),  a ( b.

2. Hulk N; a ( b - SÜT;  a ( b - VÜK; 

 a ( b - b jagub a-ga.

3. Kahendvektorite hulk;   

(x1 ,x2 ,....,xn ) ( (y1 ,y2 ,....,yn) ( (xi ( yi );

X ( Y  -  X&Y (konjunktsioon) ; 

X ( Y  -  XVY (disjunktsioon).

4. Kõikvõimalike tükelduste hulk; P1 ( P2  -  P1 ( P2 ;  P1 ( P2 - P1 +P2 ;

P1 ( P2  -  P1 ( P2 = P1  .

· Boole’i algebraks nimetatakse algebrat, mille signatuur koosneb 2 binaarsest operatsioonist  +  ja  (  ning  ühest  unaarsest operatsioonist  
[image: image9.wmf] , kusjuures  + ja ( on kommutatiivsed, assotsiatiivsed, idempotentsed ning teineteise suhtes distributiivsed ning eksisteerivad elemendid 0 ja 1, nii et x ( x = 0 ning x + x = 1.

Näited. {2A ,(,(, 
[image: image10.wmf]} - Cantori algebra.

             { {0,1}n ,&,V, 
[image: image11.wmf] } - loogikaalgebra.

· Kaks algebrat on isomorfsed ( A1 = < M1 ,S1 >  ( A2 = < M2 ,S2 > ), kui eksisteerib üksühene vastavus ( nii, et (: (M1 ( S1 ) ( ( M2 ( S2 ), kus 

fi (mj1 ,....,mjk-1)=mjk  ( ((fi )(((mj1 ),....,(((mjk-1 )) = ((mjk),

mjl ( M1 , ((mjl) ( M2 ,  fi ( S1 ,  ((fi ) ( S2 .

Cantori algebra ja loogikaalgebra on isomorfsed.

Ülesanded.

· A={0,1,...,p-1}. Operatsioonid : +(mod p) ja x(mod p) (s.o. liitmine ja korrutamine mooduliga p). Kas selliselt kirjeldatud algabra on rühm?

· A={1,2,3,4}. Ehitada kõikvõimalike tükelduste võre.
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